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　　摘　要 :　本文进一步分析了单入单出模糊控制器的插值机理 ,借助符号计算推导了模糊蕴涵算子分别选择取小

算子和乘积算子时 ,单入单出模糊控制器控制函数的解析式 ;得到了控制函数与插值函数间的偏差表达式.最后本文

给出了偏差的一个上界估计以及模糊控制器实际使用时确定规则数的公式.
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Abstract :　The interpolation mechanism of the single2input2single2output (SISO) fuzzy controller is further analyzed. Based

on the symbol calculation ,analytic expressions for the control function of the SISO fuzzy controller and the differences between the

control function and the interpolation expression are derived , when the implication operator is specified as the min operator or the

multiply operator. Then an upper bound estimation of the differences is given and the number of the fuzzy inference rules is select2
ed.
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1　引言

　　模糊控制综合了领域专家的实践经验 ,具有结构简

洁、鲁棒性强、反应快、便于程序或硬件实现等优点 ,是

模糊理论中非常成功的领域之一.从结构上讲 ,模糊控

制器包含了输入信号的模糊化、基于规则库的模糊推理

以及清晰化为输出信号三部分 ;另一方面 ,从数学上讲 ,

模糊控制器实现了一个由输入论域到输出论域的映射.

文[1 ,2 ]从数学上证明了目前常用的模糊控制算法

都可以归结为某种插值方法.基于模糊控制的插值机

理 ,文[3～5]建立了变论域自适应模糊控制理论 ,并对

包括四级倒立摆在内的一类非线性控制系统进行了仿

真和实物实验 ,取得了很好的效果.此外 ,基于模糊控制

的插值机理 ,文[ 6 ]还揭示了模糊控制器与 PID调节器

的关系 ,文[7 ]描述了模糊逻辑系统与前向式神经网络

之间的联系 ,文[8 ]将模糊控制系统应用于动态系统的

模型建立.此外 ,模糊控制的插值式还广泛应用于文[ 9

～14] :文 [ 9 ]分析了如何从数据中获取模糊推理规则

库 ;文[10 ]证明了一类模糊系统的泛逼近性 ;文[ 11 ]设

计了稳定的自适应模糊控制器 ;文[12～14]主要讨论 T2
S模型如何应用于模糊控制器的设计以及非线性动态

系统的建模. T2S模型最成功之处在于将基于数据的参

数优化方法以及模糊控制系统的稳定性分析引入模糊

系统中 ,这与文[ 9～11 ]有一定类似.在本文中将证明 :

规则库完备时 ,文[ 9～14 ]中模糊系统的输入输出映射

就是一个插值式.

模糊控制的插值机理在分析证明时 ,借助了有限和

近似积分的性质.这一近似建立在规则数目较庞大这一

基础上.当模糊控制器推理规则较少时 ,模糊控制器和

插值式间将有较大差距 ,因此 ,为了获取更佳的逼近 ,需

要领域专家提供尽量多的推理规则.而庞大的推理规则

库在实际应用中是难于获取的.我们需要一个折衷 ,一
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方面规则数目不过于庞大 ,另一方面 ,插值式能较好的

代替模糊控制器.基于以上目标 ,本文主要分析单入单

出模糊控制器和插值式之间的偏差 ,以及在实用中推

理规则数目的选取.

2　模糊控制器的插值表达式

　　设单入单出模糊控制器输入论域为 X = [ a , b ] , X

上模糊划分为 A = { Ai| 1≤i ≤n} ,其中 Ai ∈F ( X)为正

规模糊集 (即 ϖ ! xi ∈X , Ai ( xi) = 1 ,称 xi 为模糊集 Ai

的峰点) ;输出论域为 Y = [ c , d ] , Y上模糊划分为 B =

{ B i| 1≤i≤n} ,其中 B i ∈F ( Y)为正规模糊集 ,峰点为

yi∈Y.此外 ,模糊划分为单调的[3 ] ,即 A 和 B 满足 : x1

< x2 < ⋯< xn以及 y1 < y2 < ⋯< yn .选取模糊化方式为

单值模糊化 ,模糊蕴涵算子θ为取小算子或乘积算子 ,

聚合算子为取大运算 ,去模糊化方式为重心法 ,假设推

理规则库共有 n条规则 ,分别为

Rule i :if x is Ai then y is B i ,1≤i≤n (1)

由此得到 X×Y上规则 i 确定的模糊关系 Ri ∈F ( X ×

Y)且 Ri ( x , y) =θ( Ai ( x) , B i ( y) ) ,并聚合为总模糊关

系 R = R1∪R2∪⋯∪Rn ;由此可以诱导输入论域 X 到

输出论域 Y的模糊映射
φ:F ( X) →F ( Y)

　　　A φ( A) > A. R

(2)

因此 , Π x∈X ,以单值模糊化方式得到模糊集 Ax ,

由式 (2)可计算出 B =φ( Ax) = Ax. R.最后 ,以重心法去

模糊化 ,由此得到单入单出模糊控制器的控制函数

y = f ( x) =
∫Y yB ( y) dy
∫Y B ( y) dy

=
∫Y y ∨

n

i = 1
θ( Ai ( x) , B i ( y) ) dy

∫Y∨
n

i = 1
θ( Ai ( x) , B i ( y) ) dy

(3)

此外 ,基于式 (1)的单入单出模糊控制器一元分段插值

表达式为

y = F( x) =∑
n

i = 1

Ai ( x) yi (4)

无论是单入单出还是多入单出模糊控制器 ,一般

我们对论域模糊划分 A 或 B 的要求沿用文[15 ]在分析

模糊聚类时所给出的模糊划分定义 ,即

Π i∈{1 ,2 , ⋯, n} , Ai≠ª且Π x∈X ,∑
n

i = 1

Ai ( x) = 1

二相基元组是一类特殊的模糊划分[1～8 ] ,满足有 Π x ∈

X有| { i | Ai ( x) > 0 ,1≤i ≤n} | ≤2 ,其中| S | 中表示有

限集 S 的元素个数.最常用的二相基元组为三角形模

糊划分 ,即

A1 ( x) = trimf ( x , [ x1 - 1 , x1 , x2 ]) ;

Ai ( x) = trimf ( x , [ xi - 1 , xi , xi + 1 ]) ;1 < i < n

An ( x) = trimf ( x , [ xn - 1 , xn , xn + 1 ]) ;

(5)

其中 ,三角形函数 trimf ( x , [ a , b , c ])是Matlab模糊工具

箱中多个隶属函数之一.

3　单入单出模糊控制器插值式的偏差分析

　　下面 ,我们首先证明规则库完备[3]前提下 ,文[9～

14]涉及的多入单出模糊系统的输入输出映射就是一个

插值式 ,然后给出单入单出模糊控制器插值式的偏差

表达式以及一个上界估计.

设多入单出模糊系统输入变量为 x = ( x1 , x2 , ⋯,

xk) ,输入论域为 X = X1×X2 ×⋯×Xk ,输出变量为 y ,

论域为 Y ,模糊规则库是由如下 n条模糊 IF2THEN规则

组成 :

Rule i :if x1 is A
( i)
1 and x2 is A

( i)
2 and ⋯and xk is A

( i)
k then

y is B i (6)

其中 A
( i)
s 为论域 Xs 上模糊集 , B i 为输出论域上模糊

集 ,1≤s ≤k ,1 ≤i ≤n.由文[9～14 ]可知 ,选择单值模

糊化、乘积型模糊蕴涵算子和中心平均去模糊化的模

糊系统以及多入单出零阶 T2S模型均为 :

y = f ( x) =∑
n

i = 1

yiωi ( x) ∑
n

i = 1

ωi ( x) (7)

其中 yi为模糊集 B i 的峰点 ,ωi ( x) > ∏
k

s = 1
A

( i)
s ( xs) .当规

则库式 (6)完备时 ,存在一组模糊划分{ A1 , ⋯, A k}满足

Πs∈{ 1 , ⋯, k} , A s = { �A ( i
s
)

s | 1 ≤is ≤ps} < F ( Xs) ,满足

p1⋯pk = n且�A ( i
s
)

s = A
( i)
s ,其中 ∑

k - 1

s = 1

( is - 1) ps + ik = i .因

此 ,

∑
n

i =1

ωi ( x) =∑
p1

i1 =1
∑
p2

i2 =1

⋯∑
p
k

i
k

=1

�A ( i
1
)

1 ( x1) �A ( i
2
)

2 ( x2) ⋯�A ( i
k
)

k ( xk)

= ∑
p1

i
1

=1

⋯∑
p
k- 1

i
k - 1

=1

�A ( i
1
)

1 ( x1) ⋯�A ( i
k - 1

)
k - 1 ( xk - 1) ∑

p
k

i
k

=1

�A ( i
k
)

k ( xk)

= ∑
p1

i1 =1

⋯∑
p
k- 1

i
k - 1 =1

�A ( i
1
)

1 ( x1) ⋯�A ( i
k - 1

)
k - 1 ( xk - 1)

= 1

故式 (7)可转化为 y = f ( x) = ∑
n

i = 1

yiωi ( x) ,即多元分片

插值式.

为计算单入单出模糊控制器的一元分段插值函数

F( x)与控制函数 f ( x)之间差异 ,先给出描述控制函数

f ( x)解析式的两个引理.

引理 1　给定单入单出模糊控制器 ,其控制规则

为式 (1) ,约定模糊蕴涵算子θ为乘积算子 , A 为二相

基元组且 B 为三角形模糊划分 ,则 Π x ∈X , ϖ i ∈{ 1 ,

⋯, n - 1} ,有 x∈[ xi , xi + 1 ]且控制函数
f ( x) = yi +
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-λh2
i + (2 - 2λ+λ3) h2

i + 1 + 3 (1 -λ) hi + 1 hi + 2 + (1 -λ) h2
i + 2

3λhi + 3 (1 -λ+λ2) hi + 1 + 3 (1 -λ) hi + 2

(8)

其中λ> Ai ( x) , hk > yk - yk - 1 , 1 ≤k ≤n + 1 , y0 > y1 ,

yn + 1 > yn .特别 ,若输出论域上模糊划分的峰点为等距

分布时 ,约定 h > y2 - y1 (如无特别声明 ,本文中符号
y0 , yn + 1 ,λ, hk , h含义不变 ,以后不再约定) ,控制函数

有简洁表达式 :

f ( x) =

y1 + h (6 - 6λ+λ3) / (6 - 6λ+ 3λ2) , i = 1 ;

yi + h (6 - 7λ+λ3) / (6 - 3λ+ 3λ2) , i = 2 , ⋯, n - 2 ;

yn - 1 + h (2 - 3λ+λ3) / (3 + 3λ2) , i = n - 1.

(9)

证明　假设 x ∈[ xi , xi + 1 ]且 2≤i ≤n - 2 .由 A、B
为二相基元组及式 (3) ,有

f ( x) =∫Y yB ( y) dy∫Y B ( y) dy .

其中 B ( y) = ∨n
i = 1 Ai ( x)·B i ( y) =λB i ( y) ∨(1 - λ) B i + 1

( y) .从而有

B ( y) =

λ
hi

( y - yi - 1) , y∈[ yi - 1 , yi) ;

λ
hi + 1

( yi + 1 - y) , y∈[ yi ,λyi + 1 + (1 - λ) yi) ;

1 - λ
hi + 1

( y - yi) , y∈[λyi + 1 + (1 - λ) yi , yi + 1) ;

1 - λ
hi + 2

( yi + 2 - y) , y∈[ yi + 1 + yi + 2) ;

0 , 　　　　　　　otherwise.
因此

∫YB ( y) dy = 1/ 2 (λhi + (1 - λ+λ2) hi + 1 + (1 - λ) hi + 2)

(10)

∫YyB ( y) dy = 1/ 2 yi (λhi + (1 -λ+λ2) hi + 1 + (1 -λ) hi + 2)

+ 1/ 6 ( -λh2
i + (2 +λ3 - 2λ) h2

i + 1

+ 3 (1 -λ) hi + 1 hi + 2 + (1 -λ) h2
i + 2) (11)

综合式 (10)以及式 (11)可得式 (8) .此外 ,当 i = 1即 x∈
[ x1 , x2 ]时 h1 = 0 ,当 i = n - 1 即 x ∈[ xn - 1 , xn ]时 hn + 1

= 0 ,类似可得式 (8) .

注 1　对于峰点 xi + 1而言 ,有 xi + 1∈[ xi , xi + 1 ] ,且λ

> Ai ( xi + 1) = 0 ,由式 (8)

f ( xi + 1) = yi +
2 h2

i + 1 + 3 hi + 1 hi + 2 + h2
i + 2

3 hi + 1 + 3 hi + 2

= yi +
1
3

(2 hi + 1 + hi + 2) =
yi + yi + 1 + yi + 2

3
,

而同时 xi + 1 ∈[ xi + 1 , xi + 2 ]且λ> Ai + 1 ( xi + 1) = 1 ,由式
(8)

f ( xi + 1) = yi + 1 +
h2

i + 2 - h2
i + 1

3 hi + 1 + 3 hi + 1
= yi + 1 +

1
3

( hi + 2 - hi + 1)

=
yi + yi + 1 + yi + 2

3
从而验证了控制函数 y = f ( x)在峰点处取值无歧义.

引理 2　给定单入单出模糊控制器 ,其控制规则

为式 (1) ,约定模糊蕴涵算子θ为取小算子 , A 为二相

基元组且 B 为三角形模糊划分 ,则 Π x ∈X , ϖ i ∈{ 1 ,

⋯, n - 1} ,有 x∈[ xi , xi + 1 ]且控制函数

f ( x) = yi + [ ( - 3λ+ 3λ2 - λ3) h2
i + (2 - 3λ2 + 2λ3) h2

i + 1

+ 3 (1 - λ2) hi + 1 hi + 2 + (1 - λ3) h2
i + 2 ]

/ [ (6λ- 3λ2) hi + 3 hi + 1 + (3 - 3λ2) hi + 2 ] (12)

特别 ,若输出论域上模糊划分的峰点为等距分布时 ,控

制函数有简洁表达式 :

f ( x) =

y1 + (6 - 6λ2 +λ3) / (6 - 3λ2) h , i = 1 ;

yi + (6 - 3λ- 3λ2) / (6 + 6λ- 6λ2) h , i = 2 , ⋯, n - 2 ;

yn - 1 + (2 - 3λ+λ3) / (3 + 6λ- 3λ2) h , i = n - 1.

(13)

证明　类似引理 1证明 ,当 x∈[ xi , xi + 1 ]且 2≤i≤

n - 2时 ,

B ( y) = ∨n
i = 1 ( Ai ( x) ∧B i ( y) )

= (λ∧B i ( y) ) ∨( (1 - λ) ∧B i + 1 ( y) )

#情况 1 ,当λ≤1/ 2时 ,

∫YB ( y) dy = 1/ 2 ( (2λ- λ2) hi + hi + 1 + (1 - λ2) hi + 2) (14)

∫YyB ( y) dy = 1/ 2 yi ( (2λ- λ2) hi + hi + 1 + (1 - λ2) hi + 2)

+ 1/ 6 ( ( - 3λ+ 3λ2 - λ3) h2
i + (2 - 3λ2

+ 2λ3) h2
i + 1 + 3 (1 - λ2) hi + 1 hi + 2

+ (1 - λ3) h2
i + 2) . (15)

#情况 2 ,当λ> 1/ 2时 ,表达式∫Y B ( y) dy 和∫Y yB ( y)

dy分别同于式 (14)和式 (15) .

综合式 (14)与式 (15) ,可计算出式 (12) .

从引理 1以及引理 2证明过程容易看出 :当输入信

号 x = xi 时 ,有λ= Ai ( xi) = 1 ,因此 ,模糊蕴涵算子选择

取小算子时 , B ( y) = ( Ai ( xi) ∧B i ( y) ) ∨( Ai + 1 ( xi) ∧

B i + 1 ( y) ) = B i ( y) ,而模糊蕴涵算子选择乘积算子时 ,

亦有 B ( y) = ( Ai ( xi)·B i ( y) ) ∨( Ai + 1 ( xi)·B i + 1 ( y) ) =

B i ( y) .因此 ,不难理解如下推论 :

推论 1　给定单入单出模糊控制器 ,其控制规则

为式 (1) ,A 为二相基元组且 B 为三角形模糊划分 ,则

无论θ选择乘积算子还是取小算子 ,均有 f ( xi) = ( yi - 1

+ yi + yi + 1) / 3 ,1≤i≤n.

有了引理 1和引理 2的准备 ,我们可以给出单入单

出模糊控制器控制函数 y = f ( x)和插值式 y = F( x)之

间偏差 d( x) > f ( x) - F( x)的解析式.

定理 1　给定单入单出模糊控制器 ,其控制规则
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为式 (1) ,约定θ为乘积算子 , A 为二相基元组且 B 为

三角形模糊划分 ,则 Π x ∈X , ϖ i ∈{ 1 , ⋯, n - 1} ,有 x

∈[ xi , xi + 1 ]且偏差

d ( x) = [ - λh2
i - 3 (λ- λ2) hihi + 1 + p(λ) h2

i + 1

+ 3 (λ- λ2) hi + 1 hi + 2 + (1 - λ) h2
i + 2 ]

/ [3λhi + 3 (1 - λ+λ2) hi + 1 + 3 (1 - λ) hi + 2 ] (16)

其中 p(λ) = - 1 + 4λ- 6λ2 + 4λ3∈[ - 1 ,1 ] .若记 hmin >
min

2≤i≤n
hi , hmax > max

2≤i≤n
hi ,则

| d( x) | ≤2 h2
max/ (3 hmin) , Π x∈X. (17)

证明略 ,见附录.

定理 2　给定单入单出模糊控制器 ,其控制规则

为式 (1) ,约定θ为取小算子 , A 为二相基元组且 B 为

三角形模糊划分 ,则Π x∈[ xi , xi + 1 ] , i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ,

控制函数与插值式间偏差为

d ( x) = [φ1 (λ) h2
i +φ2 (λ) hihi + 1 +φ3 (λ) h2

i + 1

+ (3λ- 3λ3) hi + 1 hi + 2 + (1 - λ3) h2
i + 2 ]

/ [ (6λ- 3λ2) hi + 3 hi + 1 + (3 - 3λ2) hi + 2 ] (18)

其中φ1 (λ) > - 3λ+ 3λ2 - λ3 ,φ2 (λ) > - 6λ+ 9λ2 -

3λ3 ,φ3 (λ) > - 1 + 3λ- 3λ2 + 2λ3 .此外 ,

| d( x) | ≤2 h2
max/ (3 hmin) , Π x∈X (19)

因类似附录 1中定理 1的证明 ,略.

定理 1和定理 2给出了单入单出模糊控制器控制

函数与插值式间偏差的一个上界估计 ,这对模糊系统

在实际使用时规则数的确定有一定的指导意义 :比如 ,

输出论域为等距划分时 ,为了插值式与控制函数达到

指定的靠近程度σL (参数 L 为输出论域区间长度) ,规

则数 n可选择为 n = [2/ (3σ) ] + 1 ;例如 ,σ= 10 % ,则 n

= 7 .

例 1　选择输入论域为 X = [ - 1 ,1 ] ,输出论域为 Y

= [ - 2 ,2 ] ,输入输出论域上模糊划分均为三角形模糊

划分 ,模糊蕴涵算子分别为取小算子θ13和乘积算子
θ14 ,模糊化方法为单值模糊化 ,规则库为完备的单调规

则库 ,去模糊化方法为重心法.图 1分别模糊蕴涵算子

分别为θ13和θ14且 n = 3 ,7 ,9 时 ,模糊系统的控制函数

与插值函数的对比.

4　结论

　　众所周知 ,重心法是模糊控制器中最早也是最成

熟的去模糊化方法 ,文[16 ]还证明了重心法在平均平方

意义下是最优的方法 ,同时也指出 :正是因为重心法 ,

沟通了 Fuzzy系统与概率论之间的联系.但重心法的分

子分母均为积分式 ,这亦为模糊系统的分析 ,如模糊控

制器的输入输出对应关系的解析式、模糊集参数的学

习和优化、模糊控制器的自适应律设计以及模糊控制

系统的稳定性分析等 ,带来很大的不便.因此 ,在实际

应用中 ,模糊控制器的插值式、0阶或 1阶 T2S模型以及

中心平均去模糊化的模糊系统时常取代形如式 (3)的

积分分式.本文首先证明了规则完备前提下 ,0 阶 T2S

模型以及中心平均去模糊化的模糊系统就是一个多元

分片插值式 ;其次 ,还分析了模糊蕴涵算子分别选择取

小算子和乘积算子时 ,模糊控制器控制函数的解析式

以及控制函数与插值函数间的偏差 ;此外 ,本文还给出

了偏差的一个上界估计 ,这对模糊系统在实际使用时

规则数的确定有一定的指导意义.

附录 1　关于定理 1的证明 :当 i = 1时 ,

| d ( x) | =
p(λ) h2

2 + 3 (λ- λ2) h2 h3 + (1 - λ) h2
3

3 (1 - λ+λ2) h2 + 3 (1 - λ) h3

≤1 + 3 (λ- λ2) + (1 - λ)
3 (1 - λ+λ2) + 3 (1 - λ)

·
h2

max

hmin
≤0161

h2
max

hmin

当 i = n - 1时 ,

| d ( x) | =
- λh2

n - 1 - 3 (λ- λ2) hn - 1 hn + p(λ) h2
n

3λhn - 1 + 3 (1 - λ+λ2) hn

≤
λ+ 3 (λ- λ2) + 1
3λ+ 3 (1 - λ+λ2)

·
h2

max

hmin
≤0161

h2
max

hmin

当 1 < i < n - 1时 ,

| d ( x) | =

-λh2
i - 3 (λ-λ2) hihi + 1+ p (λ) h2

i + 1 + 3 (λ-λ2) hi + 1 hi + 2 + (1 - λ) h2
i + 2

3λhi + 3 (1 - λ+λ2) hi + 1 + 3 (1 - λ) hi + 2

≤
λ+ 3 (λ- λ2) + 1 + 3 (λ- λ2) + (1 - λ)

3λ+ 3 (1 - λ+λ2) + 3 (1 - λ)
·

h2
max

hmin
≤

2 h2
max

3 hmin

因此 , | d( x) | ≤2 h2
max/ (3 hmin) , Π x∈X.
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